JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVILJ
28. svibnja 2012.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izracunata rjesenja (tj. brojevi) bez ocjene greske koja garantira trazenu toénost ne vrijede, tj. donose 0 bodova!
Rezultati i uvid u kolokvije: ¢etvrtak, 31. svibnja 2012. u 11 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.) Tezinska integracijska formula ima oblik

/ W) f(@) dz = () + Bulf), In(f) = 3 wef (x),
a k=1

gdje su xj ¢vorovi integracije, a wy su tezinski koeficijenti.
Napisite definiciju polinomnog stupnja egzaktnosti d ovakve integracijske formule.

(a
(b

)

) Napisite iskaz teorema o karakterizaciji integracijskih formula “visokog” stupnja egzaktnosti, kad je d > n—1.
(¢) Koliki je maksimalni stupanj egzaktnosti? Ukratko komentirajte zasto.

)

(d Sto vrijedi za tezinske koeficijente w; u Gaussovim integracijskim formulama i koje posljedice to ima za
konvergenciju kad n — co?
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28. svibnja 2012.
(10 bodova.) Zadana je funkcija
f(z) =In(pr +1)

na intervalu [0, 1], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite funkciju
oblika

o(x) =ag + a1z

koja aproksimira funkciju f na zadanom intervalu s tezinskom funkcijom w(z) = 1.
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(15 bodova.) Zadan je integral (exp oznacava eksponencijalnu funkciju, tj. exp(z) = €%)

1

/(x+3) exp (—%x—i—Z) do

0

i trazena to¢nost € = 10~%4. Nadite potrebne brojeve podintervala nr i ng za garantiranu to¢nost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!
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(15 bodova.) Odredite tezine wy, wsy i ¢vor 21 u tezinskoj integracijskoj formuli oblika

1

/x3/4 f(x) de =~ wy f(x1) + wa(Z)

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma $to je moguce vecéeg stupnja. Koliki je polinomni
stupanj egzaktnosti ove formule?

Pomo¢u ove formule izra¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(z) = zl/4

i nadite pravu gresku.
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28. svibnja 2012.

(10 bodova.) Nadite najmanje pozitivno rjesenje jednadzbe

1, 3
tgx+ -2+ —-=0
grEgr Ty
s toénoséu € = 10~%. Duljina pocetnog intervala za nalaZenje rjeSenja mora biti barem 1/2.
Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!
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NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVILJ
28. svibnja 2012.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izracunata rjesenja (tj. brojevi) bez ocjene greske koja garantira trazenu toénost ne vrijede, tj. donose 0 bodova!
Rezultati i uvid u kolokvije: ¢etvrtak, 31. svibnja 2012. u 11 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.) Neka je f zadana funkcija na intervalu [a, b].
(a) Napisite iskaz teorema o globalnoj konvergenciji Newtonove metode za nalazenje nultocaka funkcije f u [a, b].

(b) Koliko nultocaka tada ima f u [a,b]? Kako treba izabrati startnu tocku za iteracije Newtonovom metodom
i koja je geometrijska interpretacija tog izbora?

(c) Ukratko komentirajte sto se moze dogoditi ako pogresno izaberemo startnu tocku.

(d) Definirajte pojam reda konvergencije niza iteracija {z,, € R | n > 0} koji konvergira prema broju «
(nultocki neke funkcije f).

(e) Koliki je (najmanji) red konvergencije Newtonove metode u okolini jednostruke, odnosno, visestruke nultocke?
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(10 bodova.) Zadana je funkcija

f@) = VT

na intervalu [0, 1], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite funkciju
oblika

o(x) =ag + a1z

koja aproksimira funkciju f na zadanom intervalu s tezinskom funkcijom w(z) = 1.
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(15 bodova.) Zadan je integral (exp oznacava eksponencijalnu funkciju, tj. exp(z) = €%)

1

/(x+3) exp (_;H g) do

0

i trazena to¢nost € = 10~%4. Nadite potrebne brojeve podintervala nr i ng za garantiranu to¢nost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!
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(15 bodova.) Odredite tezine wy, wsy i ¢vor 21 u tezinskoj integracijskoj formuli oblika

1

/552/3 f(z)de ~ wi f(21) + w2f(%)

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma $to je moguce vecéeg stupnja. Koliki je polinomni
stupanj egzaktnosti ove formule?

Pomo¢u ove formule izra¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(z) = zl/3

i nadite pravu gresku.
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28. svibnja 2012.
(10 bodova.) Nadite najveée negativno rjesenje jednadzbe
L,
tg:cfgzc +x+1=0

s toénoséu € = 10~%. Duljina pocetnog intervala za nalaZenje rjeSenja mora biti barem 1/2.
Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!
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NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVILJ
28. svibnja 2012.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izracunata rjesenja (tj. brojevi) bez ocjene greske koja garantira trazenu toénost ne vrijede, tj. donose 0 bodova!
Rezultati i uvid u kolokvije: ¢etvrtak, 31. svibnja 2012. u 11 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.) Tezinska integracijska formula ima oblik

[wl@f@)de = 1)+ En(). () = 3 wnflan)
k=0

a
gdje su xj ¢vorovi integracije, a wy su tezinski koeficijenti.
(a) Napisite definiciju polinomnog stupnja egzaktnosti d ovakve integracijske formule.

(b) Napisite iskaz teorema o karakterizaciji tzv. “interpolacijskih” integracijskih formula, kad je d > m (kao
kod Newton—Cotesovih formula, ne zahtijeva se d > m, osim ako to “slu¢ajno” vrijedi zbog simetrije).

(c) Sto vrijedi za tezinske koeficijente wy, u interpolacijskim integracijskim formulama? Jesu li ti koeficijenti
uvijek pozitivni?

(d) Moraju li takve integracijske formule konvergirati prema egzaktnom integralu funkcije f, kad m — oo?
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(10 bodova.) Zadana je funkcija

1
7px+1

f(x)

na intervalu [0, 1], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite funkciju
oblika

o(x) =ag + a1z

koja aproksimira funkciju f na zadanom intervalu s tezinskom funkcijom w(z) = 1.
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(15 bodova.) Zadan je integral (exp oznacava eksponencijalnu funkciju, tj. exp(z) = €%)

1

/(x—4) exp (gx—i-l) dx

0

i trazena to¢nost € = 10~%4. Nadite potrebne brojeve podintervala nr i ng za garantiranu to¢nost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!
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(15 bodova.) Odredite tezine wy, wsy i ¢vor 21 u tezinskoj integracijskoj formuli oblika

1

/551/4 f(z)de ~ wi f(21) + w2f(i)

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma $to je moguce vecéeg stupnja. Koliki je polinomni
stupanj egzaktnosti ove formule?

Pomo¢u ove formule izra¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(z) = x4

i nadite pravu gresku.
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28. svibnja 2012.

(10 bodova.) Nadite najmanje pozitivno rjesenje jednadzbe

2., 2 5
tgx+ -2 —-x— =0
BETRT T3 %
s toénoséu € = 10~%. Duljina pocetnog intervala za nalaZenje rjeSenja mora biti barem 1/2.
Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!
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NUMERICKA MATEMATIKA — 2. KOLOKVILJ
28. svibnja 2012.

Upute: Na kolokviju je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, neprogramabilni kalkulator, te
sluzbeni salabahter. Sva rjesenja napisite isklju¢ivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete. Ne zaboravite
se potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izracunata rjesenja (tj. brojevi) bez ocjene greske koja garantira trazenu toénost ne vrijede, tj. donose 0 bodova!
Rezultati i uvid u kolokvije: ¢etvrtak, 31. svibnja 2012. u 11 sati.

ZADATAK 1

(15 bodova.) Neka je {p, | n > 0} niz moniénih ortogonalnih polinoma (vodeéi koeficijent svakog polinoma je
jednak 1), obzirom na integralni skalarni produkt definiran tezinskom funkcijom w > 0 na intervalu [a, b].

(a) Kako izgleda troclana rekurzija za polinome p,,?

(b) Izvedite relacije za koeficijente u toj rekurziji, u terminima pripadnog skalarnog produkta ( , ).
(c) Sto se zna o nultoékama ortogonalnog polinoma p,,, stupnja n?

(d) Ovaj niz polinoma zadovoljava i tzv. diskretnu ortogonalnost. Objasnite ukratko §to to znaéi.
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(10 bodova.) Zadana je funkcija
1

f(fU):im

na intervalu [0, 1], gdje je p > 0 zadani realni parametar. Neprekidnom metodom najmanjih kvadrata nadite funkciju
oblika

o(x) =ag + a1z

koja aproksimira funkciju f na zadanom intervalu s tezinskom funkcijom w(z) = 1.
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(15 bodova.) Zadan je integral (exp oznacava eksponencijalnu funkciju, tj. exp(z) = €%)

1

/(x—4) exp GH %) do

0

i trazena to¢nost € = 10~%4. Nadite potrebne brojeve podintervala nr i ng za garantiranu to¢nost € u produljenoj
trapeznoj i produljenoj Simpsonovoj formuli. Jednom od ovih formula izra¢unajte pribliznu vrijednost zadanog
integrala s totnoscu e.

Izracunajte egzaktnu vrijednost integrala i pripadnu pogresku.

Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za ocjenu greske!
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(15 bodova.) Odredite tezine wy, wsy i ¢vor 21 u tezinskoj integracijskoj formuli oblika

1

/$1/3 f(z)de ~ wi f(21) + w2f(%)

0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma $to je moguce vecéeg stupnja. Koliki je polinomni
stupanj egzaktnosti ove formule?

Pomo¢u ove formule izra¢unajte pribliznu vrijednost integrala za f(z) = x?/3

i nadite pravu gresku.
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(10 bodova.) Nadite najveée negativno rjesenje jednadzbe

2., 2 7
tgr — -z — -2+ - =0
BET3Y T3 TG
s toénoséu € = 10~%. Duljina pocetnog intervala za nalaZenje rjeSenja mora biti barem 1/2.
Napomena: Detaljno obrazlozite sve svoje tvrdnje vezane za lokaciju nultocke i ocjenu greske!




